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A continuous family of unitary represe日tationswith two 





We consider a contin山 usf:品milyof四 itaryr邑pr郎官nt品tions{宵問』λ:λElI.} of SL(2，lI.) 
on L2(lI.m). Special values of this family contain the Weil repre自問tationof the meta-
plectic group (λ== ~)， the minimal r邑presen七ationof the conformal group (λ= 1)鎚
their hidden symmetries respectively， and Kostant's realiz晶tionof unitary highE熔も weight
modules of SL(2，lI.) (m = 1) 
Mathematics Subject Classifications (2000): Primary 22E46; S母condary22E30， 35P99. 
1 Iまじめに
パラメータ入 εRを持つ Rm上の偏微分作用素
4λ2 _ 1 
m，λ:=/X/2ー ムR隅一一一一(ムSm-l一(一γIxl2 
-1δ1 ( .0 .<'. .m-2.o¥ 
=r2 おー っ 8r一戸(4九 Sm-l+ (1- (守二)2) 
(1.0.1) 
(1.0.2) 
を考えよう。ここで、ムJam，ムSm.-lはRm，sm-l上の La.place-Be!tr品mi作用素、 R十 Xsm-l→ 
Rへ ω)同 Tω はRmの極座標である。
ただちにわかることは、
eλ=土tのときには、 'Dm，λはHermite作用素になる。
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l.:L 1) IまL2 上の自己共投む作用素である。
2) のスペクトラムiま離散的であり、その童譲度はλヂ0のときは有限で、すべて具体的に
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e f間!ま s12-tripl邑仏 gホフ。
e が成り立つ。
この に関する問題で、われわれの定理1.1にも関連しているものは次の間題である。










そこで、 Mp(m，R)の Weil表現と SOo 十 1，2)の極小表現を補閣できないか考えてみ
このこつの表現の Gelfand-Kirillov次元は同じ m であるが、群自身の次元はそれぞれ、る。













定義 3.1 31]， De宣工litiDEILlJ参照ト (1i， を





Xo C ){l 亡。。ーを持ち各禽空間
よるフィ }L~~ ーづけ X=ZZoXj?iUI=




G :=SL(2， (SL(2， R)の普遍被覆群)， 







伊一白 ρ X riJ 
Li(x):= ~ニJ(e-XxJ+四)
J ，- j! dx 
140 GENMANO 
はいguerr芭多項式である。 Laguεrr巴多項式系 {Lj(x): j E N}は、 α>-1ならば、
口(R+，x日e-Xdx)の中で完全直交基底をなす(例えば、 [1，H， Chapも邑rX]参照)。この事実を使
うことにより、次の補題を示すことができる。
補題 3.2.m = 1，-1 <λ< 1もしくはm さ2，λ言。ならば、牙C，!:'λjまL2(Rm)の中で調密で
ある。
いま、
h := (~ 0.)ε ー fO 1¥ー(? ~) 
ー-¥0 -1}'・-¥ 0 0 J' J'- ¥ 1 0 j
によってf!= .61(2， R)の基底を定め、写像Pm，>.:U(gc)→Di質(C∞(Rm¥ {O})を






3.3 1(;'λ iJ)ユニタ 1)化可能性iこ関する定理
表現論の用語を準備した上で、第1節の問題を定式化し直してみよう。
間顕(精密化、再定式).(fi<C， K)-1J日群何?λI立、いつ Gのユニタ 1)表現に延びるか?
答えは次の定理によって与えられる。
主定理.(m，λ)に関する以下の 5つの条件は同値であるー
1) (解析的) Pm，>. rまGのユニタリ表現に延びる。





い Gexp(e+)G c Gc， い {α日:a > O} C Hg 
5) m = 1，-1く λ<1もしくは、 m と2，λ三O.
さらに、この条件が成り立っとき、 (9<:，Kト加群3fZ，λj立無盟個の既約成分の直幸日に分解する。
注意 3.4.定理 1.1ρ)I立、主定理より、 (2)は補題3.3(2)，(3)より縫うことがわかる。
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4 rUE明のフ雪量十
補題3.3(1)により、 c∞(Rm ¥ {O})の部分空間何?λ は(gc，K)ー 加群であることがわかるが、






窃π(m一山)λ ⑧珂I(Rm)・ (4.0.1) 
ここで、 πν はGの最高ウェイト表現で、そのK-typ巴が {ν十 1，ν+3，ν十5，'"}になってい
るようにパラメータ 1IE Rを正規化している。また、 (4.0.1)中の珂I(lE塁間)はsm-l上の次数iの
球面調和関数の空間で、次式で定義される:
:J{1(Rm) := {ゆιc∞(sm-l):ムSm-l学=-l(m-2+1)ゆ}.
注意 4.2。むのパラメータ νの特殊値をいくつか以下に挙げておこう(例えば P時anszky[8}参
照。ただし、 [8]のパラメータ Jとわれわれのパラメータ νの関係はv= 2l-1である): 
@ v> -1: Gの表現としてユニタリ化可能。
e vニ 1:first reduction point. 
⑨ジ>0:離散系列表現。
@ 1I = 0:離散系列表現の極眼。
"v=士t:Mp(l，R) (つまり SL(2，闘のこ重被覆群)の Weil表現の既約成分。













のWeil表現の Schrらモデノl〆を瞳れた対称性として持つが、 Hermit号半若手と Wei!表現との
R.Howe が最初に指摘した。
入=1， m;: 2 (J)とき 変換詳母謹;j¥嚢理〉
λ=~ の;場合と同じく、 λ ニ 1 のときの主定理の複素解術的半群は句"はによって生成され
る。この半君主は、[引によって扱まつれ、共形変換群十 1，2)の極小表現の
中心的な役割を果たした(より詳し〈は[5，6] 






L2(R)ev叩 EL2(R) : f(-x) = f(x)} (偶関数の空間)
L2(R)odd :={f E L2(R): f(-x) = -f(x)} (奇関数の空間)
である。定義域の制限写像 j ，→ flfr~+ は L2(R)even ， L2 (R) odd上それぞれ全単射であるので、
π-)" 1I"A はそれぞれ口(R+)上に実現することができる。これは(変数変換z叶 x2を除いてL
Kos祖国[7]が構成したSL(2，闘の最高ウェイト表現の実現と一致する。リー環gのC∞(Rm¥{o})
への作用はより dπ_>.，dπλ どちらも同じ、したがってinfinitesimalcha.ract日Eも閉じであ
るが、 (flC，K)ー カ日群の構造が異なるため、 Gの表現πλ?宵λは同値ではないことに注意しよう。
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